Rédaction globalement satisfaisante. Certains arguments sont a revoir, et des explications a compléter.
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TD1 : Limites d’ensembles

Question 1 (Ensembles dénombrables). On rappelle qu’un ensemble E est
dénombrable s’il existe une application injective i : E — N. Montrer que les
ensembles suivants sont dénombrables, en exhibant une application injective
correspondante :

(a) E =7 l’ensemble des entiers relatifs.

(b) E = N2. Indication : on pourra représenter les points de N? par un
réseau dans R?.

(¢) E=QnNR, l’ensemble des nombres rationnels positifs. Indication : on
pourra se servir de la question précédente.

(d) L’ensemble des points de discontinuité d’une fonction croissante f :

[0,1] = R.
Solution 1. (a)
1: 72 —N
2x, stx >0 e e
T —> justifier l'injectivité
—2x—1, six<O0
(v) .

0N — 1? )( ) justifier I'injectivité
r+y)z+y+1

(2,y) — +y

2

(c) Soitr =€ QNR<q,alors il existe un unique couple (p,q) tel que r = p/q
et p et q sont premiers entre eux.

Donc on a une injection

j:QNRy — N2

r = /g {E0,0), sir=20

p,q), sinon

D’ow on obtient une application injective ioj: QNR, - N 0k


nonnen
Texte surligné 


(d) Comme f est croissant, l’ensemble des points de discontinuité de f est :

D={ze0,1: lim f()— lim f(t) > O}. justifier que les 2 limites existent
t—azt t—x—

Pour chaque x € D, on peut associer un nombre rationnel q, € Q tel
que :
lim f(t) < g, < lim f(¢t).
t—xt

t—x—
Un tel q, existe par densité de Q dans R.
L’application x — g, est injective. En effet, si x <y sont deux points
de D, alors par croissance de f, on a :

lim f(t) < lim f(£),

t—xt t—y~

et les intervalles (limy_,,— f(t),limy_,+ f(t)) et (limy_,— f(¢),limy_,,+ f())
sont disjoints. Les rationnels g, et q, sont donc distincts. ok

Ainsi, il existe une application injective © : D — Q, donc D est dénom- i
brable.



Question 2 (lim sup et lim inf de suites). Soit (an)n>0 une suite de réels,
on pose
limsup a, = lim sup ag, liminf a, = lim inf a.
n—o0 n—=00 >y n—00 n—oo k>n
(a) Montrer que limsup,,_,, an et iminf, . a, sont respectivement la
plus grande et la plus petite valeur d’adhérence de la suite (an)n>0, en
autorisant les valeurs d’adhérence infinies.
(b) Vérifier que (ay), converge vers £ € R := RU {—o0, +0oo} si et seule-
ment st
limsup a,, = liminf a,, = ¢.
n—00 n—00

(c¢) Soit (bn)n>0 une autre suite de réels. Montrer que

lim sup(ay, + b,) < limsup a,, + limsup by,.

n—o0 n—oo n—o0

A-t-on toujours limsup(ay, + b,) = limsup a,, + limsup b,, ¢
n—o0 n—oo n—oo

Solution 2. (a) Soit E l'ensemble des valeurs d’adhérence de (ay)n>0 Soit
Q= SUDPgs, Ak, alors (ay,) est décroissant. Ok
Nous démontrons seulement limsup,, .., an = sup E; la preuve pour
liminf,, , a, = inf E est analogue.
(1) Supposons d’abord que sup E est fini. Soit | € E . Il existe une
sous-suite (a;, ) de (ap) telle que limg oo a;, = . Pour tout n fizé,
prenons k > n ; alors iy, > k > n, donc

a;, < sup{an,anti,...} = .

En faisant tendre k — oo, on obtient | < ay,. Comme [ est arbitraire
dans E, on a supE < «,. Ainsi (a,) est une suite décroissante et
minorée, donc convergente. On a donc
sup E < lim a,. OK
n—oo

Pour tout € > 0, il existe ng € N tel que pour tout n > ng, on ait

expliquer pourquoi
an < sup E + €. Par conséquent,

lim o, <supF +e.
n—oo

Ainsi,
lim o, =supkF. ok
n—oo

(2) Supposons maintenant que sup E = +oo. Alors il existe une sous-
suite tendant vers +o0o, donc

lim o, = sup{an,ant1,...} = +oo.
n—oo



problémes d'indices:
a gauche, ce devrait
étre un m

(b)

(c)

(8) Supposons enfin que sup E = —oo. Cela signifie que lim,_,o a, =
—00. Pour tout A > 0, il existe ng € N tel que pour tout n > ng, on
ait a, < —A. Alors

g = sup{ang, Ang+1, - - - } < —A.

Donc pour tout n > ng, on a ap < ap, < —A, ce qui signifie précisé-
ment que lim,,_,,, oy = —00.

Par conséquent,

limsupa, = lim «, = supFE
n—00 n—0o0

(an)n converge vers £ € R := RU{—o0, +00} si et seulement si E = {{}
st et seulement si

limsupa, = sup £ = ¢ = inf E = liminfa,  ©OK
n—00 n—00

Fizons n € N,pour tout k > n,on a

ap < sup ag, by < sup by

k>n k>n
Donc
ag + by < sup ag + sup by
k>n k>n
alors

sup(ag + bg) < sup ag + sup by
k>n k>n k>n

En faisant tendre n — oo, on obtient

lim sup(a, + b,) < limsup a,, + lim sup by,.
n—oo n—oo n—oo
Non !
Soient a, = (—1)" et b, = (—=1)"*1, on a toujours a, + b, = 0.
Donc
lim sup(a, + b,) = 0,

n—oo
mais
limsup a, = limsupb, =1 ok
n—oo n—oo

ok
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Question 3. Soit (z,)n>1 une suite d’éléments de R et soit f : R — R une
fonction continue. Montrer que si f est croissante alors

f(limsup ) = limsup f(z,) et f(liminfz,) = liminf f(z,).
n—o00 n—o00 n—oo n—00

Que dire si [ est décroissante ?

Solution 3. Supposons d’abord que f est croissante Soit

L =limsupz,
n—oo

Pour tout n > 1, posons oy, = supys,, . La suite (o) est décroissante et
converge vers L. On a

flap) = f|supzx | >sup f(zr) car f est croissante. ok
k>n k>n

De plus, pour tout k > n, on a xp < an, donc f(xg) < f(an), dou
Probléme supgsy f(@k) < [f(an). On obtient donc

sup f(zx) = f(an). il faut utiliser le fait que f est continue !
k>n

En faisant tendre n — oo, on obtient

limsup f(z,) = nli_)m sup f(x) = nlg]go flan)=f (73;120 an) =f (hmsup xn> .

n—00 O k>n n—00

Le cas de la limite inférieure se traite de maniére analogue. En posant
Bn = infy>p 2k, la suite (By) est croissante et converge vers liminf z,,. On a

fBn)=1f (inf :):k> = inf f(xy) car f est croissante et continue !
k>n k>n
En faisant tendre n — oo, on obtient

liminf f(z,) = lim f(B8,) = f (lim inf xn> :
n—0o0 n—oo n—0o0
Si f est décroissante, alors g = —f est croissante. En appliquant le ré-
sultat précédent a g, on obtient

f (limsup z,,) = liminf f(z,), f(liminfz,)=limsup f(z,). ok
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Question 4 (Limites de suites d’ensembles). On considére un ensemble E,
et (Ap)n>1 une suite de sous-ensembles de E. Si A C E, on note 14 sa
fonction caractéristique. On définit les deur ensembles

(a)

(b)

(¢)
(d)

liminf 4, := U ﬂ Ay, limsup 4,, = ﬂ U Ay

n>1k>n n—reo n>1k>n

Décrire "en mots” les propriétés caractéristiques des €léments de (), An
et |U,, An, puis "en mots" les propriétés caractéristiques des éléments
de liminf A,, et limsup A,,.

Ezprimer les fonctions caractéristiques 1iiminf A,, €t Liimsup 4, €n fonc-
tion des fonctions {14, ,n > 1}.

Montrer que (liminf A,,)¢ = limsup AS,.

Montrer qu’on a toujours liminf A, C limsup A,. Dans le cas ot les

deux ensembles coincident, on les appelle lim A,,.
1

(¢) A partir d’ici, E = R. Montrer que la suite A, = [—1 1] admet une

(f)
(9)

(h)

limite, et calculer cette limite. Faire de méme pour Al = ]—%, 1].
Trouver une suite A, admettant pour limite 10, 1].

Calculer la limsup et la iminf de la suite (By,)n>1, pour les ensembles
BQn—lz]_2_%71:|7 BQn:[_172+#[7 n > 1.

On suppose que a, — —1 et b, — 1 lorsque n — co. Ces convergences
impliquent-elles que [ay,by] a une limite quand n — oo ¢

Solution 4. (a) Un élément x appartient & (),~, An st et seulement si x

(b)

(c)
(d)

appartient a tous les ensembles A, pour tout n > 1.
Un élément x appartient a|J,,~, An si et seulement s’il existe au moins
un entier n > 1 tel que © € A,,.
Un élément x appartient ¢ liminf A,, si et seulement si x appartient
tous les ensembles A, a partir d’un certain rang. ok
Un élément x appartient a limsup A,, si et seulement si T appartient a
une infinité de A,. ok
Pour tout x € F,

Liim inf An (CC) = hgl;lnf 14, (I)

= expliquer un peu ces formules

Liimsup 4, () = limsup 14, ()
n>1

(liminf An)® = (Up>1 Mizn A)© = Mzt Ups, Af = limsup A7 ok
Pour tout x € iminf A, = U, >1 \g>n Ak, il existe n > 1,tel que pour
tout k > n,on a x € Ag.

Done, pour tout m > 1, on choisit | > m tel que | > n, alors x € A;
Ainsi, x € ()51 Upsim A1 = limsup A,,.

Par conséquent, liminf A,, C limsup A,. ok, mais cette inclusion se voit aussi directement

a partir du (a).
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(e) Par définition,

liminf A, = J () 4 = | ﬂ[—%,u = [Jl0,1]=10,1]

n>1k>n n>1k>n n>1
limsup 4,, := ﬂ U Ay = m U [—%,1] = m [—%,1] =1[0,1]
n>1k>n n>1k>n n>1

Ainst, limAy, = [0, 1].

De méme, lim A/, =[0,1] ok
(f) Prenons A, = [%, 1], alors lim A,, =]0,1] ok (il faudrait détailler un peu)
(g) Comme ﬂan Bk - [_17 1] et Uan Bk :] -2 - %, 2+ #[

Par définition,

liminf B, = | J (| Be = J[-1,1] = [-1,1] ok

n>1k>n n>1
. 1 1
limsup B, := ﬂ U By = ﬂ] —2- =2+ —[=[-2,2] ok
n>1k>n n>1 n n

(h) Oui, limy,_,cof[an,by] = [—1,1] NON. Il faut faire attention aux bornes de l'intervalle, on ne
sait pas si a_n et b_n restent du méme cété de -1 et 1.



Question 5. Soient X un ensemble non vide et une suite (fn)n>1 de fonc-
tions fn : X — R bornées, qui converge simplement vers f : X — R bornée.

(a) Montrer que

sup f(z) < liminf sup f,(z).
zeX n=o0 geX

Etablir une inégalité analogue pour l’inf.
(b) Donner un exemple ot l'inégalité est stricte. Montrer qu’il y a égalité

si la convergence de la suite (fy)n>1 est uniforme.

Solution 5. (a) Soient g,(xz) = sup,cx fn(x) des fonctions constantes,
alors pour tout v € X, on a fp(x) < gn(z).

En faisant tendre n — oo ,on obtient

f(z) = lim f,(z) = lim i£f fnlx) < linnggfgn(x) = liminf sup f,(x)

n—00 n— n—00 ,cx
Ainsi,
sup f(x) < liminf sup f,(x). ok identité pour inf f(x) ?
zEX n=oo xeX
(b) Prenons
fn:[0,1] — R
i 1
sy dT ST €0,
0, simon

alors (fn) converge simplement vers f =0. ok
On a sup,ex f(x) =0 ,mais

liminf sup f,(z) = liminfn = co. 0ok

Si la convergence est uniforme, montrons qu’on a égalité. Soit € > 0.
1l existe N tel que pour tout n > N et tout x € X,

f(x) —e < falz) < f(z) +e.

En prenant le supremum sur ¥ dans la seconde inégalité, on obtient

pourn > N :
sup fn(x) < sup f(z) +¢. argument pas clair
zeX reX

D’autre part, de la premiére inégalité on tire f(x) < fn(x) + &, donc

en prenant le supremum sur T :

sup f(z) < sup fo(z) +¢
rzeX rzeX
C’est-a-dire

sup f(x) —e < sup fp(z).
rzeX reX
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Ainsi, pour n > N,

sup f(z) — e < sup fu(r) < sup f(z) +e, argument & revoir
rzeX zeX zeX

Donc

lim sup fp(z) = sup f(z).
N0 peX zeX

En particulier,

lim inf sup f,(x) = sup f(z).
=0 peX z€X





